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Nota introductiva 



Acest volum este o versiune noua, revizuita si adaugita, a 
"Problemelor Compilate §i Rezolvate de Geometrie §i 
Trigonometrie" (Universitatea din Moldova, Chisinau, 169 p., 
1998), si include probleme de geometrie si trigonometrie, 
compilate si solutionate in perioada 1981-1988, cand profesam 
matematica la Colegiul National "Petrache Poenaru" din Balcesti, 
Valcea (Romania), la Lycee Sidi El Hassan Lyoussi din Sefrou 
(Maroc), apoi la Colegiul National "Nicolae Balcescu" din 
Craiova. Gradul de dificultate al problemelor este de la mediu spre 
greu. Cartea se doreste material didactic pentru elevi, studenti si 
profesori. 

Autorul 
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Probleme de geometrie (clasa a IX-a) 

1) Masura unui unghi al unui poiigon regulat este de 4 ori mare decit masura unui imghi 
exterior. Cite laturi are poligonul? 

Solutie: 




2) Cite laturi are un poiigon convex daca toate unghiurile sale exterioare sunt optuze? 

Solutie: 

Fie n = 3 xi > 90 



=» x 2 >90 

xi\ x 2 ; x 3 ext x 3 > 90 



Fie n = 4 



xi > 90 



- x L + x 2 + X3 > 270 deci n = 3 este posibii 



■ Xi + x 2 + X 3 + x 4 > 360 imposibil 



Xi; x 2 ; x 3 ; x 4 <£ ext x 4 > 90 
Deci n = 3. 

3) Sa se arate ca intr-un patrulater convex, bisectoarea a 2 consecutive formeaza un unghi 
a carui masura este egala. cu semisuma masurilor celorlalte 2 unghiuri . 

Solutie: 




m(AEB) = 



m(D) + m(C ) 



ro(£) + m(B) + m(C) + m(D) = 360° 

m(A) + m(B) _ _ m{C ) + m(D) 

2 2 



m(AEB) = 180° - 
= 180° - 180° + 



m(A) m(B) 

2 2 ~ 

m(C) + m(£>) _ m(C) -f m(D) 
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4) Arata^i ca o suprafa^a. pentagonala convexa poate fi descompusa In doua snprafe^e pa- 
trulatere. 

Solutie: 

D 

Fie EDC ^ A,B € int. EDC. Fie M € \AB\ => M € 
€ int. EDC =► \DM C int. EDC \EA\ D | DM = 0 =► 
=£■ DEAM pafcrulafcer. La fei DCBM 

5) Care este numarul minim de suprafe^e patrulatere In care se descompune o suprafat>a 
poiigonala convexa cu 9, 10, 11 vlrfuxi? 

Solutie: 

B K 

9 virfuri - 4 patrulatere 10 virfuri - 4 patrulatere 1 1 vlrfuxi - 5 patrulatere 

6) Daca ABC = A'B'C' atunci 3 o functie bijectiva / = ABC -4 A'B'C' a.i. pentru V 2 
puncte P, Q e ABC, jjP<2|j = ||/(P), /(#)j| §i reciproc. 

Solutie: 

Presupunem ca ABC = A'B'C'. Constraim o func^ie / : ABC —> A'B'C' a.i 

[ m = b' 

\ daca Pe\BA, f(P) € B'A' 

P e I BC, f(P) e B'C' a.l. ||0P|| = 1107*11 unde P' = f(F) 






6 




Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 





Functia astfel construita este o bijec$ie, 
intnicit ia argumente ^ corespund valori 
^ §i V punct de pe A'B'C' este imaginea 
unui singur punct din ABC (din axioma 
de construirea a segmentelor). 



Daca P, Q £ acestei semidrepte 



||BP|| = WB'P’W 
\\BQW = HB'Q’W 



=> = ||fl<3|] - IISFII = IIB'O'II - wn = WP'Q'W 



Daca P, Q € la semidrepte ^ 



\\f(p)jm\ 



i! BP\\ = IIB'P'il 
\\BQ\\ = VB'Q'W 

PBQ = P'WQ' 



=► A PBQ = AP'B'Q’ =* \\PQ\\ = jjP'<2'i| = fi/(P), f(Q)\\ 



Reciproc: 

Fie / : ABC -* A'B'C' ad. / bijectiva §i ||PQU = ||/(P), /(Q)il- 




Fie P, Qe | BA §i RS € | BC 



I \PQ\\ = ill'll 
\\ps\\ = n^# 
\\QS\\ = ills'll 



=» APQS ~ AP'Q’S' =*> QPS = Q'P'S' =» BPS = B'P'S' 



( 1 ) 



IjPSji = HP'S'!! 
]|PP|t = \\RfP'\\ 
i|P5l| = IIP'B'H 



APRS = AP'KS' => PSB = P’S'B' 



Din (1) §i (2) =s> PBS = P'B'S' (ca dif. ia 180°) adica ABC = A'B'C'. 



(2) 



z 





7) Daca A ABC = A A'B'C' atunci (3) o functie bijectiva / : ABC -» A'B'C' a.i. pt. (V) 
2puncte P, Q € ABC , \\PQ\\ = jf /(P), f(Q) |J §i reciproc. 

Solu^ie: 



A A' 




Fie A ABC = A A'B'C'. 

Construim o func$ie / : ABC — ► A'B'C ' a.!. f(A) = A\ f(B) = B' . f(C ) = C §i 
deci P € M£| -J- P' = f(P) € M'B'j a.i. \\AP\\ = |U'P'|! 

P € |BC| P / = /(P) € \B'C'\ a.i. ||SP|| = IjB'P'jj 

P e (CAI -» P' = /(P) € |C'A'} a.i. ||CP|| = \\C'P'\\ 

Func^ia astfel construita este bijectiva. 

Fie P € \AB\ §i a € \CA\ =► P' € |A'B'| §i <7 € |C'A'| 

ppjl = \\A'r\\ ' 

\\CQ\\ = ||C'<?'li ' =* \\ A Q\\ = \\ A 'Q% A = A’=> AAPQ = A A'P'Q 1 => j|PQ|j = jJP'Q'tj 
!|CA|| = \\C'A'\\ 

Rai;ionament analog pentru (V) punctct P §i Q 
Reciproc: se presupune ca 3 o func^ie bijectiva / : ABC — > A'B'C' cu propriet. din enunt;. 

Se noteaza f(A) = A ", f(B) = B", /(C) = C" §i rezulta =>. ca \\AB\\ = \\A"B"l 
\\BC\\ = \\B"C'% \\AC\\ = \\A”C*\\ => AABC = A A"B"C" 

Deoarece/(>tBC) = f([AB\ U[PC] U [CA]) = f([AB\) U f([BC}) U f([CA)) = 

= [ A"B "] \J[B"C"] U [C"A"] = A"B"C" 

Dar prin ip. f(ABC) = f {A'B'C') deci A A"B"C" A A'B'C' 

^ A ABC = A A'B'C' 



8) Sa se arate ca daca A ABC ~ A A'B'C’ atunci [ABC] ~ [A'B’C]. 
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Solu^ie: 

Daca A ABC ~ AA'B'C'atunci(3)/ : ABC -+ A'B'C'gi fc >.0 a.i. J|Pg)| = Jfe||/(P),/(Q)!|, 

P,Qe ABC 



11 AB li li BC 11 _ ii CA li 
AABC ~ AA'B'C' =» I! A'B' |] 11 B'C' |( ||C'Af 

A = A'; B ~ B’;C = C' 



\\AB\\ = fc|jA'B'j| 
=* HBCi! = ifcjlB'C'li 
IICAJI = *1|C'A'J! 



Construim o func$ie / : ABC -t A'B'C a.i. f(A) = A';/(B ) = B';/(C r ) = C' 
daca P € |BCi -»• P € IB'C"| a.i. ||BP!j = k\\B'P'\\ 

daca P € JCAj -> P € jC'A'j a.i. H C'P]] = fcljC'P'H; A:— constants. de asemanare 



A A’ 





Fie P,Q G AB a.i. P € jBCj, Q G |AC| =* F G jB'C'j §i |!BP|[ = Jfcj(B'P'lj 
Q' e jA'C'j §i iiCQll = kWC'Q’W (1) 

Cum iiBCjl = k\\B’C% => (jPC'H = ||BC|| - ||BPj| = *liB'C')j “ = 

= k{\\B'C'l-\\BT%) = k\\P'C'\\ .(2) C3&( 3) 

Din (1), (2) §i (3) => A PCQ ~ A FC'Q' =* |jPQ|| = k\\P'Q'\\ 

Ra^ionament asemamator pentru P, Q G ABC 

Extindem func^ia bijectiva construita anterior §i la interioarele celor 2 triunghi: in felul 
urmator: 



A 




C 



A' 




Fie P G int. ABC §i construim P' G int. A'B'C" a.i. [jAP[| = AJjA'P'!] 
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Fie Q € int. ABC -> <?' € int. A'B’C' a.i. BAQ = B’A'Q’ § i ||A<?[| = k\\A’Q'\\ (2) 
Din (1) si (2) => jj^| = = k, PAQ = PtfQ’ => AAPQ ~ AA'P'Cf => 

||pgjj = k\\FQ% dar P,Q € [A.BC] deci [ABC] ~ [A'B’C] 



9) Sa se arate ca oricaxc doua seradrepte sunt mul$hni congruente. Aceia§i proprietale 
pentru drepte. 

Solu$ie: 




a) Fie j OA §i \Cy A! doua«anidrepte. Fie / : \OA -► \0 A! a.i. f(0) = O' §i f(P) = P' 
cu !|0P|1 = ||0'P'i|. Punctul P' astfel construit este unic §i deci daca P ^ Q => jlOP|| ^ 
ilOQI! => \\O f P'\\ 56 IIO'Q'i! =» F ± Q' §i (V)P' € i a A! (3) un Singur punct P € \OA a.i. 

\\ op \\ = lion'll 

Func^ia construita este bijectiva. 

Daca RQ € iOA, P 6 jOQ! -► FQ' € I <7 A' a.i. ||0P|| = IjO'P'il; |!0<?j! = IjOVII =► 
IWII = IIOOII - WOP\\ = || O' Q' II - WVP'W = ||P'Q'|I(V)/’;Q e |OA 

=4* cele doua semidrepte sunt congruente. 

b) Fie doua drepte d §i <£ . 




Fie O E d §i O' € d 1 - Construim o func^ie f : d -¥ <? aJ. f(0) = O' §i f(\OA) — J O' A’ §i 
f(\OB ) = j CB' ca la punctul anterior. Se arata la fel ca / este -bijectiva §i ca jjPQjj = jlP'Q'lj 
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cind P §i Q apar$in aceleia§i semidrepte. Daca P. Q apart; in la semdrepte diferite: 

\\OP\\ = ||0'P'|| 1 

; =* \\PQW = mu + \\OQ\\ = II an + IIOVI1 = WQW 

II J 

§i deci cele doua dxepte sunt congruente. 

10) Sa se arate ca doua discuri av^nd aceia§i raza sunt mul^imi congriente. 

Solutie: 



A' 



Construim o func^ie / : D — »■ D' 
a.i; f(0) = O', f(A) = A' §i un 
punct (V) P € D -+ P' € D' 
considerate in sens pozitiv. Din 
ax. de const ruct;ie a segmentelor 
§i unghiurilor => ca func^ia astfel 
construita. este bijectiva, stabilind. o corespondent a biunivoca intre elementeie celor doua 
multimi. 





Fie Q € D -> O’ € V a.i. \\OQ'\\ = \\OQ\\-, AOQ = A'O'Q' 



Cum: || OP || = ilO'P'il 

\\OQ\\ = WO'Q'W 

POQ = P'O'Q' (dif. de unghiuri congruente) 



=> A OPQ = P'O'Q' => 



=► ||pgn = ||PVil,(v) p,q<ed=>d = d' 



11) Daca, functia / : M — >• M’ este o izometrie, atunci functia inversa / 1 : M’ M este o 
asemenea isometrie. 

Solute: 




/ : M — ► M' este o izometrie => f este bijectiva 

P <y)P,Q € M avem ||PC?|j = ||/(P),/(«)|j /• 

bijectiva =3- / - inversabila §i / _1 - bijectie. 
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ii wh = \\f(pyjm\ = i \pq\\ 

ll/- 1 (^);/- 1 (Q0li = ll/- 1 (/(i 5 )),/- 1 (/(Q))ll = \\PQ\\ 



=► ||PVil = Wf-'inr'mi (V)F',Q' e A/, deci /*» : M' M e ste o izometrie. 



12) Daca poligoanele convexe L' = P t , P 2 , . . . . P r . §i U = P[, P^ . . . , P n au \P t , F,- + i| = 
= | Pi, P ' +l { pentru i = 1, 2, . . . , n — 1 §i P t P i+1 P i+2 = P?P/+iPf+ 2 (V)i = 1, 2 , . . . , n - 2 atur.ci 
L = L‘ $ \ [L] = [L'J 



Solute: 

Construim o func$ie / a /(P«) = i = 1,2, . . . , n §i daca F € (Fi, JWi 




Func^ia construita anterior o prelungim §i la interiorul poligonului astfel: Fie O € int.L — >■ 
O’ € int -L‘ a.i. OPiP l+ i = 0'P'P? +1 §i |jOF{j[ = jiO'F/jj aceste puncte ie nnim cu virfurile 
poligonului. Se demonstreaza u§or ca triunghiurile astfel ob^inute sunt congruente respectiv. 
Construim func£ia g : [L] [Z/] a.i. 



9(P) = { 



/(F), daca PEL 
O', daca P = 0 



( F', daca P € [PiOP i+l ] ad. /*0F = PtO'P' (V) i = 1, 2, . . . , n - 1 
Func$ia astfel construita este bijectiva (V) F, Q € [L] se poate demonstreze prin congruenta 
triunghiurilor POQ §i P'CPQ' ca }|FQ|j = UF^'il deci [L] = [U] 



DACA DOUA POLIGOANE CONVEXE SE DESCOMPUN IN ACELA§I 
NUMAR DE TRIUN GHIURI RESPECTIV CONGRUENTE, ELE SINT CON- 
GRUENTE 



13) Sa se arate ca raportul perimetrelor a doua poligoane asemenea este egal cu raportul 
lor de asemajiare. 
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Solu^ie: 

L^P l P 2 ...,P n 
L' = P{P' 2 ...,P , n 

L ~ V => (3 )K > 0 §i a.i. ||PQ|| » k\\f(P) /((?){|(V)P,0 6 L,iarP! = /(/>•) 

Luind succesiv in roiul lui P §i Q virfurile objinem: 



l!P 2 p 3 !i = fc|iP^ii 



llflftli 



| Pin 

'PlPz 



li^il 



= k 
= k 



!fp n _ 1 p n || = 

HPnPlIi =*i|Pn*iii 



\\p»-M\ 






' IIWII 



, jl II Pi Pali _ _ 

HM ii^ll 



i!PlP2jj + + - + HP» + lPni! + HP^P/I! P 

llP/Paii + HP^il + - - -+ + IjP^Pil! P r 



14) Paralelogramul ABCD are )|ABj} = 6, IjACjl = 7 §i d(D,AC) =2. Sa se afie d(D,AB). 



Solu$ie: 




c[ADC\ = ‘ l -l = 7 



a[ABCD } = 2 • 7 = 14 = 6|j£>Fj| 



=* Ilf F|| = j 



7 

3' 



15) Dintre triunghiurile ABC cu j|J3C'[| = a §i |}C F >lj[ = 6, a §i 6 fiind numere date, sa se afle 
un trunghi de arie maxima. 

Solute: 



A 




C 



h = b ■ sin C <b 

cr[ABC] = este max cind h este max. 

h max = b cind sin C = 1 

=r- m(C') = 90 =» ABC este dr. in. C. 
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16) Se considera un patrat ABCD §i punctele E, F, G, H, I, K, L, M care impart fiecare 
latura in trei segmente congruente. Sa se arate ca PQRS este un patrat §i ca aria lui este egala 
cu. ^a\ABC D]. 

Solu£ie: 



E 



B 




\\MD\\ = IJD/II =► MDI - A tr. isoscel 
=> m(DMI) = m{MID) = 45° 

La fel m(FLA) = m(AFL) = m(BEH) = m(EHB). 
\\RK\\ =» \\SP\\ = li PQ\\ = jfQ^li = \\RS\\ =* SRQP este 
patrat. 



, 14D1I 2a ....... jl a? 4 2ay/2 

UB\\ = c, \\AE\\ = = y' — + -j- = ~~~ 






| i5R ]l = ^-2^=^ : 
11 '• 3 6 3 

9 a 2 2 

a[SPQP] = — = ~e[ABCD\ 



17) Diagonalele trapezului ABCD(AB |( DC) se taie in O. 

a) Sa se arate ca triunghiurile AOD §i BOC au aceea§i arie; 

b) Paralela prin O la AB taie AD §i BC in AT §i N. Sa se arate ca ||MOj! = |jOiV||. 



Solute: 

a) 




>[ ACDi-'VW.W 

c{bcd] = !!££!!_!*£!! 

||A£|| = ||BF|| 



=* 



=► a[ACD] = <t[BCD ] 



cr[AOD] — <t[ACD\ — <r[COD} 1 

J 1 J L J \^*[AOD]=a{BOC} 
<j[BOC) = <r[BCD ] - <r[COD] J 
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b) 

a{AOD] = a[AMO) + a[MOD] 



a [AMO] = a[MPO } = 



\\mq\\ - ii on 

a[MOD) = <r[MOQ } = ^ 



. ^ 0Z)] = ilOMiKigopii + yogii) = iiQMij-fe 



La fel <r[BOC] = 



(jOiVji-A 



<r{AOD] = a\BOC] -- 



jjOMjf • h ||OiV|| ■ h 



* \\OM\\ = |JOJV}S 



18) E fund mijlocnl laturii neparalele [AD] a trapezului ABCD, sa se axate ca cr\ABCD) = 
= 2<r [BCE]. 

Solutie: 

\\AE\\ = \\ED\\ 

Ducem MN±AB; DC 



i|£JV|| = ||£M|| = | 

„ lBECi = (||AB|| + ||flC||)-A _ ||Qg||-A 
Deci a[ABCD } = 2a[BEC]. 



\\DC\\-h (ilABH + ilDCjl)-/* 1 

4 “ 4 = 2° [ABCDl 



19) Se dau: un unghi BAC §i un punct D in interiorul lui o dreapta prin D taie laturile 
unghinlui in M §i N. Sa se determine dreapta MN a.i. aria A AMN sa fie mini ma. 

Solutie: 




o[AEDN'] este ct. pentni ca A , £, D, N' sunt fixe. 
Fie o dreapta oarecare prin D §i ducem |j la laturile 
ND §i DE. Oricum duce prin D o dreapta a[QPA] 
este formata din: a[AEDN] + <r[NPO) + a[DEQ]. 

In toate triunghiurile PAQ avem a[AEDN] constant. 
Sa studiem 

*[PN'D] + ir[DEQ] = QA + II mAl _ 
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II N'D\\ 

2 



h , IWII A 1 _ 
hi+ Wm 



\\N'D\\ 



hi + ~ ■ h 2 ) = 

tii 



\ \N'D\\ 

2 Ai 



[{hi — fo) 2 + 2hj/l2j 



este minim cind hi = h 2 =► D se afla la mijlocul lui |PQ|. Constrac£ia este deci: A AN M unde 
NM |j EN'. in acest caz avem \ND\ = \DM\. 

20) Sa se construiasca un punct P in intenoarul triunghiului ABC , a.i. triunghiurile PAB , 
PBC, PC A sa aibe arii egale. 



Solu^ie: 



\\B C\\-\\AA’\\ 
2 




<r[ABC] = 

Fie mediana \AE\ §i P centrul de greutate al tri- 
unghiului. 

Fie PDLBC .[BPC] = "MM 



AA'LBC 

PDLBC 



WAA'W Ill'll 

11 I - <7 [BPC}= 



AA' |! PD =► A PDE ~ AAA'E 

BAA'U 






m= ||F£|| = l^ 

MA'|| |AE|| 3 3 

= jllBCII ■ ilMil = -g\ABC\ 

3 2 3 

La fel se demonstreaza ca cr[PAC] = a[PAB] = ^[ABC] deci punctul este centrul de greu- 



tate. 



21) Sa se descompuna o suprafa^a triunghiulara in trei suprafe^e de aceia§i arie, prin paxalele 
la o latura a triunghiului. 



Solu^ie: 




Fie M,N € AB a.i. M G \AN\ 

Ducem MM' Sj BC 

MN' 1! BC 

, . crlAMM'} ( |jv4M|(\ 

AAMM ~ AABC => a[ABC] ~ (j A #j| J 

ui/un-L- ( - 1 

o[AMM r ] 3 ff ^j| AB |jJ 3 > 
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||AMj| — AANN' « 
v3 

<r[.AAA r/ ] /fjAA|j\ 2 
^ cr[AB(7] Vll^liy 
o-[^VJV'] = |cr[AB<7j 



- A ABC =*• 



(g)'-S— "#"< 



22) Rezolvatji problema analoaga pentru un trapez. 

Solupe: 




HODJI = a, \\OA\\ = b 

<t[ACM'M) = <t{MM'N'N} = <j[NN'BA] = 

= \u\ABCD) 

O 

aodc~aoab^?^=K™£ = “ 

a[OAB] ||OAjP 6 



ct[ODC } 



<t[ODC] 



a[OAB ] - a[ODC ] P ~ a 2 cr[ABCD ] b 2 - a 2 

AODC ~ AOMM’ ^ ~U DC \ = ( V =» °[ODC] 



(1) 



cr[OMM'] \j|OM|| / ^ ct[OMM'] - <7[0Z>C] j|OM|j 2 



a\ODC ] a 2 



<T[0£>Cj 



||OM|| 2 - a 2 ^ l a[j4BCZ)| " ilOMII 2 - a 2 

3 

AONN' ~ AODC 

_ IIODjl _ a 2 a[IDC ] a 2 

a[£>JV 7 V'] ~ llOATjl ~ !jOA r |i ^ cr[OA r A 7, j - a\ODC] = ||OA {! 2 

, <r[ODC] a 2 _ a[ODC) a 2 

o{DCN>N] || 0 A 2 j| - a 2 ^ ]ABCD] ~ ||OA|| 2 - a 2 

2 _ ;}OA|| 2 - a 2 



(2) 



( 3 ) 



a 2 + 2b 2 



impartim (1) la (3): - = !I ^^ q2 ° =► 3j|OA|| 2 - 3a 2 = 26 2 - 2 a 2 =* ||0A|| 2 = 3 



23) Prelungim razele duse la virfurile unui triunghi ecuilateral inscris intr-un cere L(0, r), 
pina la intersectra cu cercul care trece prin virfurile unui patrat circumscris cercului L(0,r). 
Sa se arate ca punctele astfel ob^inute sunt virfurile unui triun ghi de aceiagi arie cu hexagonul 
inscris in L(0, r). 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



Solutie: 




r 2 \/3 

u[MNP] = $<t[OMN] = 3 — — - 
(1) §* (2) N P\ — Chexagon- 



\\OA\\=r-+\\DE\\=2r 



3r 2 y/2 

O hexagon — n 



( 1 ) 



DEFO patrat inscris in cercul de raza R => 
=>U = RV2 = \\DE\\ => Py/2 = 2r =► R = ry/2 

\\OM\\ = R = rV2 






rV 3 
2 



r 2 ^ 

2 



( 2 ) 



24) Sa se demonstreze teorema catetei cu ajutorul ariilor. 

Solutie: 




||AJ5|p=UBC||-!|BA'|i 

Construim patratele BCED pe ip. §i ABFG pe cateta. 
Ducem AA'LBC 
a[ABFG\ = \\AB\\ 2 

a[A'BDH] = \\BD\\ • Ill'll = \\BC\\ - ||J9A'|j.... 



25) Se considera un A echilateral ABC cu \\AB\\ = 2a. Aria suprafetei ha§uxate determinate 
de cercurile L(A, a), L(B, a), L(C , a), L(A, 3a) este egala cu aria sectorului de cere determinat 
de arcul mic EF al cercului L{C,a). 

Solutie: 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 




*(*i) = <t{ABC] - 3<j- [ sect. ADH) 
r 2 

<7 [sect. ADH] = ~m(DH ) 



<r[sect. ADH] = — ■ — = — 
2 3 2 



*[3i] = aV5-3^ = aV5-^- 



( 1 ) 



<r[s 2 ] = <7[sect. /1£G] - cr[yl J BC7] - o-[sect. ECF] - < 7 [sect. GBF] = . 60 _ a 2 v^- 

. ~ . ion - — 77 ion _ n 2 fii *** 3?ra 2 27ra 2 , 

2 180 120 2 ■T80 i2 °-~ I- av/I -T"~l~ = 1 < 2 ) 

(1) § i (2) => a[ Sl ] + a[, 2 ] = W _ W _ ^ = W = ^ 

2 3 2 6 3 

26) Sa se axate ca aria "coroanei circulare” cuprinse intre cercurile L(0, r 2 ) §i L(0 , r x ) este 
egala cu aria unui disc avind diametrul segmentul de tangen$a la cercul L(0, r 3 ) cu extremita^ile 
pe cercul L(0,r 2 ). 



Soluble: 




P^rf-r 2 
^mo.r i)] = irr\ 

<r[Z(0,r 2 )} = ; rrj 

cr[coroana circ.] = 7rrf - tt r 2 = 7r(r 2 - r 2 ) 
<r[disc. diam. ||ASj|] = ff||AD|| 2 = 7 r(r 2 - r 2 ) 
(1); (2) => <r[disc] = fffcoroana] 



( 1 ) 

(2) 



27) Fie [OA], [OB] dona raze _L ale unui cere de centra O. Pe arcul mic ABF se iau 
punctele C §i D a.£. AC=BD §i fie E,F proiec^iile lui CD pe OB. Sa se arate ca aria 
supra£e$ei marginite de [DF], [FE, [EC]] §i arcul CD este egala cu aria sectorului determinat 
de arcul CD al cercului C(0, |j0.4||). 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



Solutie: 




a[CDEF) = 



<t[CDD'C'\ 



a[CDD’C'] = a seg [CDBD'C'} - a[seg DBD '] 

Notam: m(AC) = m(BD) — a => m(CD) = — — 2a 
r 2 

^sect. = y(a-sina) 

r 2 

- sin(7r — 2a)] = (?r — 2a — sin 2a) 



= [DBE/] = —(2a - sin 2a) ‘ 



r 2 , 



crlCDD'C] = ^CDDD'C'] - a[DBiy} = —(ir - 2a - sin 2a) = —{2a - sin 2a) = 

r 2 r 2 

— — — 2a — sin 2a — 2a 4- sin 2a) = —(ir — 4a) 

^ <7[OC£F] = «l = ^_ 4a) =^- 2tt , (!) 

a [sect COD] = —m(CD) = -{- - 2a) (2) 

(1) §i (2) => <r[CDEF] = <r[sect .COD). 

!|Oi-F]( = IIODI! 

<r[patrat] = ||£>£f = fl OAf = | = V[ABC } 

28) Sa se afle aria octogonului regulat inscris intr-un cere de raza. r. 

Solutie: 




m(AOB) = - 






<7\A0B] = 



r " sin 4 = = iVI 

2 4 



r 2 -^ 

a(ortogon) = 8 • — — — : 



29) Sa se arate, folosind arii, ca snma distantelor unui punct variabil situat in interiorul 
triunghiului echilaterai ABC la laturile lui este constant. 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



Soluble: 



A 




C 



o[ABC ] = a[AMB] + a[AMC] + a[MBC ] =» 

=> ah a — ad 3 -j- a ^2 + adi =>• 

di 4- c ?2 + d 3 — h a (a este latura A echilateral) 

=> dx + c? 2 + d 3 = yy (pt. ca /i a = — ~)- 



30) Se considera un triunghi dat ABC si un punct variabil M € \BC\. Sa se arate ca intre 
distance x — d(M,AB ) §i y = d(M. AC) exista o relate de forma kx + ly = 1, unde it si l 
sunt constante. 

Solutie: 




ABC — A dat =r- o, b. c, h sunt constante 
r[ABC] = ^ 

<r[ABCj = a\AMB] + tr[AMC] => 



ah cx by c b 

=»Y = y + y=»cx + 6y = o6=^ — x + — y = 1 =» fcx + ly = 1 



unde k = — si l = — . 

ah ah 



31)Fie Af §i A r mijloacele Iaturilor [BC] §i [AD] ale patrulaterului convex ABCD §i {P} = 
AM f) BN fi Q = CN H N D. Sa se arate ca aria patrulaterului PMQN este egala cu suma 
ariilor triunghiurilor ABP §i CDQ. 



Solutie: 




Ducern AA'lBC; NN'DBC- DD'lBC 
A A' I! NN' || DU 
|I 4 A-|| = ||JVZ>|| 

^ ,, VJV ,„ = Ill'll + ttPO'li 



MN' linie mijlocie in trapezul AA’UD ■ 



7 [BC A] = H£i!_im 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



a-[BAM] + .[MDC] = 

=* <r[BAM] + o-fMDC'] = « = . 



=* j|BAf|j = \\MC\\ = 



\\BC\\ _ 
2 



\\BC\\ • \\WN'\\ 
2 



= <j\BCN] 



a[BCN) = a{PMQN } A <7{BPM] + afMQC'j 

<r[£ClV] + a[MDC] = a[BAP] A <r[BPM] + a[MQC } A <?{CDQ) 

=> o-[PMQA r j = <j[£PA] -f a[CDQ]. 






31) Sa se construiasca un triunghi de aceea§i arie cu un pentagon dat. 
Solu$ie: 




Se construie§te intii un patrulater care axe aceea§i arie cu pen- 
tagonul dat. Ducem prin C a paralela la BD §i prelungim \AB\ 
pina intersecteaza, paralela in M. 

<t[ABCDE\ = <j [ABDE] A cr[BCD], 

a[BCD] = <r[/?DA/}(au virfurile pe o paralela la baza). 

Deci cr [ABODE] = cr[AMDE). 



Apoi se considera un triunghi care are aceea§i arie cu patrulaterul AMDE. 



E D 




Ducem prin o paralela la AD. N apar^ine intersec^ie cu 
aceea§i paralela 

a[AMDE\ = o{ADE\ -f a[ADE] = a[ADE]+ a\ADN] = 

= a[EDN ] 



32) Sa se construiasca o dreapta care imparte o suprafa^a patrulatera convexa in doua par^i 
de acea§i arie. 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



Solutie: 




\\m = \\EC\\ 

II EF II 1 3D <r[BDF} = *{BDE] 

<r[ABFD} = <j\ABED j ( 1 ) 

<j[ADE\ = < 7 [DEC] baze egale §i aceea§i mal^ime 

er[ABE] = <r[BEC ] 

ct[ABED] = <r[BEDC] (2) 



<j[DEF] = <r[PFF] aceea§i baza §i virfurile pe drepte paralele la baza. 

<t[DCF 3 ^ alFFCj+^ECFI+^FF] ^ (jfDFC] + cr[ECF] + <x[PFF] = <r[FEiX73 (3) 
(1), (2), (3) =* <r[ABFD\ = a[DCF] 



33) Intr-un patrat de latura 1 se une§te mijlocul fiecarei laturi cu extremita^ile laturi opuse. 
Sa se afle aria octogonului interior convex care se formeaza in acest fel . 



Solutie: 

A DCF = AC BE =» CWd = CEB 
m{CEB) + m(ECB) = 90° 

=> m(CNF) = 90° => CELDF 



| m(CFN) + m(ECB) = 90° =* 



\CF\ = \EB\ 
m(MBE) = m(NCF) 
m{NEB) + m(CFV) 



=» A DCF = A BME =» 



\CN\~\MB\ 
|JVF| = \ME\ 



D G C 




Se arata la fel ca: 

|CW| = |ATF| s \AQ\ = |FF| 

|JVF| = |ME| = \NQ\ = \PE\ 

\CE\ = \NB\ = \AG\ = jDFj 

=> |PiV| = |JVM| = \QM\ = \PQ\ 



=$■ MNPQ romb cu unghi drept => MNPQ patrat. 
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Probleme de qeometrie si triqonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



\DG\ = \FB\ \GI\ = \IF\ 

mG = FIB =» A DGI = AiW'J =» IGC| = |CF| 
GZ)/ — FBI \IC\ = |/Cj com. 



=* AGIO = AFIC : 



=► GC7 = fC7 =► / € | AC | 

La fel se arata ca toate virfurile octogonului apax^in axelor de simetrie ale patratului, deci 
ortogopnui este regulat. 

l!CF|| = i iW = i. liCi?|| = yiTT = ^ 
i ! £C I! = Vj+^=^ 

i|SM|| • A _ i . I * JBMH = -L 

"MVII- A- J 1 5-1-2 1 

l|M 11 2 2V5 v^" 2v5 "v? 

Consider separat patratul 



P / x 



21 2 = 2x 2 



2l + l\/2 = - 



l(2+ ^^^ I= _L_ 

a[QMNP) = | 



5 = a[QMiVP] - 45! = \ - 21 2 = - - 2 1 ^ = 1 = 

5 5 5(6 + V2) 5 5(3 + 2\/2) 

_1 3^-l z l 2(1^) 2 (1 + V5)(3-2VS) 2 ^ ^ 

5 3 + 2^ 5 3 + 2^2 5 9 - 8 “ 5 (3 2V2 + 3V2 4 ) ~ 

= |(V2-1). 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



34) Di agon ala [BD\ a paialelogramultii ABCD se imparte prin punctele M, N m 3 seg- 
mente. Sa se arate ca AMCN este un paralelogram §i sa se calculeze raportul dintre <r[AMCN] 
§i a\ABCD}. 



Soluble: 

D C 




A B 



\\OM\\ = ||JVM|j = \\NB\\ 

\\DC\\ ? A MOC = A NBA ^ \\MC\\ = \\AN\\ 

La fel se arata ca A DAM = A BCN ^ \\AM\\ = || NC\\ 
Deci AN CM este paralelogram. 



alAQBj. il^HI^Hsina 

a[AOD] jmjm^Lz^ 

(7 [ABCD] = \\0A\\ ■ \\OB\\ sin a + j|OA|| • S|0Z5|| sin a = ||OA|j • sina(|!OAi| + ||0D||) = 



= \\OA\l ■ • sina 

* [ANCM] = |!CM|| • ||MJV|| sina = l|OA|| ■ ^sina = = I 

35) Se dau punctele A, B, C, D astfel xncit AB P\CD = {p}. Sa se afle locul geometric al 
punctului M astfel ca: cr[ABM] = <j{CDM]. 




Pentru a determinarn unghiui a: 

^ na= mi :S ^ = \iMn 



iiA/pi! 

sina ||£M!j 
sin P~ ||AfF|j 



PM 

= k =$■ sina = fcsin(a — a) ; 



sin a = k sin a cos a -j- k cos a sin a 
a 2 1 1 - 1 2 2t 

Notez t = tg— =*> - — — = k sin a - + k- • cos a fcr cos a ■ +2(1 — k cos a) ■ t— 

l X “I - 1 X. "F t X t 

k cos a — 1 ± v/(fc — l) 2 + 2A:(1 — cos a) 

—ksina — 0 => t\i = — — deci sun stabilit astfel pozitiile 

cos a 



dreptelor locului geometric. 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



tr[ABM] = imjm. 

alCDm- iCDt t iUFl 

<r[ABM] = a{ CDM] =► ||AB|j ■ ||M£|| = ||CB|1 • ||MF|! = 4 - ||Hf| = 1AI constant ^ 

!l Mi'll j! Ad , j 

tru ca A. B, C, D - puncte fixe. 

Trebuie dec! gasit locul geometric al punctelor M astfel mcit raportul distan^eior de la acest 
punct la doua drepte concurente sa fie constant. 



\\ME\\ 
WMF !| 



= k. Fie Af' inca un 



punct cu aceea§i proprietate, adica 



W'F'W 



MELAB 

\ =► ME || M'E' 

M'E'LAB 



MF LCD 

} =* MF j! M'F' 

M'F' LCD 



=* EMF = E'M’F' ) 

j|MFjj j|M'F'jj f =* A MEF ~ A M'E'F' =► 

||MF|j ~ j | M'F' || J 



• FEM = F’E'M' => PFF = PE'F' 



dar 



]|FF|| _ J[FF||_ 
||F'F'!| 



IFF'II 

\EF\\ 

IIF'F'H 



flFMlj 

iiF'M'l 



||FF|| _ [|FM|| 1 

=► lie'll Ill'll | =► A PEM ~ APE'M' =► EPM = E'TM' =► F, M, M' coliniare =» 
PEM = PE'M’ J 



locul geometric este o dreapta ce trece prin P. 

Cind punctele se afla in C PB se ob^ine inca o dreapta ce trece prin P. Deci locul geometric 
este format din doua drepte concurente prin P, din care se scoate punctul P, intmndt distance 
de la P la ambele drepte sunt 0 §i raportul lor este nedeterminat. 



Reciproc, daca punctele N §i N' se afla pe aceea§i dreapta ce trece prin P, raportul 
distan^elor lor la dreptele AB §i CD este constant. 



ME || M'F' => A PME 
MF || M'F' =► A PMF 



AFM'F' 
APM'F' =» 



||FM|! IIFMN 




IIF'M'H IIFM'II 



\\FM\[ 
IIF'M'H jjF'M'H 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



\\EM |i _ |[£7'Af / !! 

^ ||FM|! " HF’M'II “ 



36)Problema analoga in cazul AB |j CD. 



Soltr£ie: 

Se arata la fel ca in problema precedents ca: 



\\ME\\ 



= k=> 



kd 



IjMElj _ k 
\\MF\\ + \\ME\\ k + 1 



=>■ j|MF|j = t— — , iar locul geometric al punctelor care se aflS la o distan^S constants de o 
k 1 

dreaptS data este o paralelS la dreapta respectiva situata intre cele doua paralele. 



Daca i|ABi| > \\CD\\ =» d(MAE) < d(MCD). 

4 w ME ME k ME k kd J . 

Atunci daca — - = k => -~~= — ~ = - =* — — = =>• MF = dec; se ob$me 

MF MF - ME l-k d 1 -k 1-k 



inca o paralela la AB. 



37) Fie ABCD un patrulater convex. Sa se afle locul geometric ai punctului x\ din interiorul 
ABCD astfel incit u[AB M] + a[CDM] — k, k - o constants. Pentru ce valori ale lui k locul 
geometric cSutat nu este mul^imea vida? 



i Solufia nr. 1 






| y 

A 

Presupunem ca ABCD nu este un paralelogram sau trapez. Fie {/} = AB fl CD. Construim 
E G (I A astfel incat IE — AB §i F G (/C a.i. IF = CD. Daca M este un punct care verifica 
a[ABM] + a [CDM] = 1 (1), atunci, fiindca a [ABM] = a[MIE] §i o [CDM] = o\MIF], rezulta 
ca a[MIE] + o[MIF] = k (2). 

Otyinem ca o\ME!F] = k. 

Pe de alta parte, punctele E, F sunt fixe, deci a\IEF] = k' = const, rezulta ca a [MEF] = 
k — k' = const. 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



Deoarece EF = const., avem ca d(_M, EF) _ z ( fc k i — const., ceea ce arata ca M apart me 

Er 

2 ( fc— fc*') 

unei drepteparalela cu EF, dusala di stanza < , 

A? a ca, punctele locului geometric sunt cele de pe aceasta dreapta paralela cu EF, aflate Tn 
interiorul patruterului ABCD. Ele aparfin segmentului [EF'], v. figura. 

Reciproc, daca M G [E'F 1 ], atunci o[MAB] + o[MCD] = g[MIE] + a[MIF ] = a[MEIF] = 
a[IEF] + o[MEP ] = k' = k. 

In concluzie, locul geometric al punctelor M din interiorul patrulaterului ABCD pentru care 
are loc relafia(l) unde k este o constants pozitiva mai mica dec at 5 = o[ABCD ] esteun 
segment de dreapta. 

Daca ABCD este untrapez debaze AB ?i CD, atunci se reface rafionamentul ji construct 
pentru AD n BC = [/} ?i a[MAD ] +a[MBC] = s — k = const. 

Observatie. Daca ABCD este un paralelogram, se arata fara dificultate ca locul geometric e 
un segment paralel la AB. 



Solu$a nr. 2 (Ion Patra§cu) 

Demonstram ca locul geometric al punctelor M care venfica relafia a[MAB] + o[MCD ] = k 
(1) din interiorul patrulaterului convex ABCD de once ane s (k c s) este un segment de 
dreapta. 

Sa presupunem ca AB n CD = (/}, vezi figura. Exista un punct P al locului geometric ce 

2k 

aparfine CD. Ajadar, avem (P; AB) = — . De asemenea, exista un punct Q G AB a.T. 
d(.Q;CD)=f o . 

Demonstram acum ca punctele din interiorul patrulaterului ABCD ce sunt pe segmentul [P<?] 
aparfin locului geometric. 




Fie M G int[AFCD] n [P<?]. Notam ji M 2 proiecjiile lui M pe AB ?i respectiv CD De 
asemenea, fie Pi proiecjule lui P pe AB ji proiectiile lui Q pe CD. Triunghiurile PQQ± ?i 
PMM 2 sunt asemenea, ceea ce Tnseamna ca 

MM 2 MP 

~QQi ~ p Q (2) " 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



dar ?i triunghiunle MM X Q ji PP±Q sunt asemenea, ceea celnseamna ca 

MM ± MQ 
PP 1 ~ PQ ^ 

Prin adunarea membru cu membru a relafulor (2) ji (3), obfinem ca 

MM 2 MM, MP + MQ 

- + -=1 (4). 

QQi PPi PQ 

Substituind Tn (4), QQ-^ = ^ ji Pi = -jj , rezulta AB ■ MM 1 + CD ■ MM 2 = 2k, adica 
a[MAB] + a[MCD ] = k. 

Demonstram acum prin reducere la absurd ca nu exista niciun punct In interiorul 
patrulaterului ABCD nesituat pe segmental [PQ], construit cum am aratat, care sa verifice relafia 
(!)• 

Fie deci un punct M' In interiorul unui patrulater ABCD care venficarela^ia (1), M' £ [PQ], 
Construim MTfl AB, M‘U II CD, unde T ?i U sunt situate pe [PQ], vezi figura. 




Notam M[, T ± , U 1 proiecjiile lui M v T, U pe AB ji M' 2 , T 2 , U 2 proiec^ule aceluiaji punct pe 
CD 

Avem relatiile: 

M'Ml ■ AB + M'M 2 -CD = 2k (S), 

TT 1 -AB + TT 2 -CD = 2k (6). 

Deoarece M‘M[ = TT X si M'M 2 = UU 2 , substituind In (5), obtinem: 

TT X • AB + UU 2 • CD = 2k (7). 

Din (6) si (7), obtinem ca7T 2 = UU 2 , ceeace conduce la PQ II CD, fals! 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



Probleme de geometrie si trigonometrie 



1) Sa se gaseasca locul geometric at punctelor astfei incit suma distan^elor la doua drepte 
concurente sa fie constanta, egala cu l. 

Soluble: 




Fie di §i d 2 cele doua drepte concurente. Ducem 2 drepte paralele cu d x situate de o parte 
§i de alta a ei la distant^ l. Acestea intersecteaza pe d 2 in D §i B care vor fi puncte ale locuiui 
geometric cautat, intruncit suma distantelor d(B,d x ) + d(B 7 d 2 ) = 1 + 0 verifica condi^ia din 
enunt- 

Ducem dona drepte paralele cu d 2 situate la distan$a l de ea care taie pe d x in A §i C care 
de asemenea sunt puncte ale locuiui geometric cautat. Paralele echidistante determina pe d 2 

\D0\ = \OB\ 

segmente congruente =► la fel deci ABCD este paralelogram. 

\AO\ = \OC\ 

in A BOC, \\CC’\\ = d(C,d 2 ) = l } 

\\CC\\ = \\BB'\\ =► A BOC este isoscel 

\\BB'\\ = d(B,d 1 ) = l j 

=> \\OC\\ = \\OB\\ ABCD este dreptunghi. Orice punct M am lua de pe laturiie acestui 
dreptunghi avem j|/2i,d 1 || + (|M, d 2 || = h folosind proprietatea ca suma distantelor de la un 
punct de pe baza unui triunghi isoscel la laturi este constant §i egal cu inalljimea ce pleaca 
dintr-un virf al bazei, adica l. Deci locul cautat este dreptunghiul ABCD. 



2) Sa se axate ca in orice triungbi ABC avem: 

a) be os C + c cos B = a 

b) 2>cos B + ccosC — acos(B - C ) 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



Solu^ie: 

A In A ABC : cos B= => jfRDjj = C cos B 

I* AADC :cosC^ ^^-^ \\DC\\ = AcosC 
B A Dec! a = ||i?.£)j| + |j j| = ccos B + Acos C 



a _ A 
sin A sin B 



c 

sin C 



= m => 



b — m sin B 
c = m sin C 



bcosB-t ccosC = msinfl cos B± m sin Ccos C = y(2 sin ficos B + 2sin Ccos C) = 
— — (sin2i? -f sin2C) — — - 2sin(B + C)cos{B — C ) = ~ ^) cos (^ — C) = 

= acosfjB - C). 



3) Sa se axate ca intre unghiurile triunghiului ABC avem: 

2 

a) b cos C — c cos B = 

a 

b) 2(AccosA-f ac cos B-faA cos C) = a 2 + A 2 + c 2 

Solutie: 

\ sy a 2 + b 3 — c 2 . a 2 -|- A 2 — c 2 

a) cos C = — — §1 cos B = 

lab 2 ac 

b ax C-co X B = b-^Ajl±_ c ^l±ljzA. = ^±AjlAz^Z±±A. 

2ab 2 ac 2 a ~ 

2b 2 -2c 2 _ A 2 - c 2 
2a a 

b) tot din teorema cosinusului => 2Accos A + 2accos B + 2aAcos C = 2 bc ^ + ° 2 ~ ° 2 



+2 ac 



a 2 + <?-i? n' + it-c 2 
+ 2aA- 



2Ac 



’ — b 2 -r c 2 — a 2 + a 2 + c 2 — A 2 + a 2 4- A 2 — <? = a 2 4- A 2 -f c 2 



2ac 1 2aA 

4) Folosind teorema cosinusului sa se arate ca: 

4m 2 = 2(A 2 Ac 2 )- a 2 unde m a este lungimea medianei corespunzatoare laturii de lungime a. 
Solutie: 



»* = c 2 + j-2^ccosJ5 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



A 




4 m 2 = 4c 2 + a 2 — 4accos B - 4c 2 + a 2 — 

a 2 + c 2 — i 2 o , , 2 , 

— 4ac 4c 2 -fa 2 - 2 a 2 - 2 c 2 -f 26 2 = 

2ac 

= 2c 2 + 26 2 - a 2 = 2(6 2 + c 2 ) - a 2 



5) Sa se arate ca triungliral ABC in care a ~ C = ctg ^ este dreptunghic. 

6 2 

Soluble: 



In teorema sinusului =£• a = m sin A 
a b c 



sin A sin B sin C 



= m b = msinB 



a + c m sin A + m sin C sin A + sin C 
6 m sin B sin B 



2 sin 



A + C A-C 



-2__ —2 — = 

. B B 



2 sin — cos — 
2 2 



,7T B, 



A-C 



S “ ( 2 ~ — 2 — 

~~B B 

sin — cos — 

2 2 



cos — cos 



A-C 



A-C _ B 

2 



2 

A-C 



B — 2 

Ctg 2 = —B 

sm- 



2 _ 

. B B “ 

sm — cos — 

2 b 2 

cos — 



A-C 



. B 
sm — 
2 



A-C 

• cos — - — = cos 



D 

= — — A — B = C sau A — C = B =4- 



A = B + C 

sau 

A+B = C 



2A = 180° 
sau 

2C = 180° 



A = 90° 

sau 

C = 90° 



6) Sa se arate ca, data in tnmghiui ABC avem ctg A 4- ctg B = 2 ctg C =» a 2 + b 2 = 2c 2 

Solu^ie: 

_ _ cos A cosB .cosC 

ctg A + ctg B = 2 ctg C — — — + — — =r = 2- 

sm A sm B 



sinC 



cos A = 



f^ + c 2 -* 
26c 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



cos B — 
cos C — 



a 2 -f- c 2 - fr 2 
lac 

a 2 + b 2 — c 2 
2ab 

b c . a b . • c 

= m => sin A = — . sin B = — , sin C = — ; inlocuind ob^inem 



sin A sin B sin C 
2c 2 - 2(a 2 + b 2 - c 2 ) 2c 2 = a 2 + b 2 

7) Sa se determine elementeie necumoscute aie triunghiului ABC fund date: 

a) A, B §i p 

b) a + 6 = m,A §i B 

c) a, A; b — c = a 

Soluble: 

a) Folosind teorema sinusilor 



a + b+c 



2 P 



sin A + sin B + sin C 
2 p sin A 



-;£>= — 



sin A sin B sin C sin A -f sin B + sin C 
2psin B 2p sin C 



sin A + sinB + sinC’ sin A + sin B + sin C sin A + sin B + sin C 
iar C = 7T — (A 4- B) 

b a + b m ’m sin A 



b)—T = 



sin A sin B sin A 4- sin B sin A + sin B 



b = 



sin A -i- sin B 
msinB 
sin A + sin B 



a sin C asin(A + i?) , a c 

=> c = = - dar = 

sin A sin A sin A sin C 



c ) a _ b _ c 



b — c 



sin A sin B sin C' sin B sin B sin B — sin C sin B — sin C sin A 

. _ . _ dsin A 

■ sm B — sm C = 



B — C B + C d sin A 

• 2 sm — - — cos — - — — 

2 2a 

B + C 7r A 



B + C = 7 r — A =£■ 
Deci: 



B + C . A 
_ _ cos — — - — — sm — 

2 2 2 2 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



0 . B-C . A d, . A A .B-C d A 
2sm— — sin - = -2 sin— cos — ^sm — - — = - cos - 
l la l l 2 a 2 

Se rezolva sistemul, se afla B §i C. Apoi se afla b — ° S * Q — §j c = b — d. 

sin A 



8) Sa se arate ca in orice triunghiul ABC avem 



tg 



A - B 
2 




a — b 
a + b 



(teorema tangenljelor) 



Soiu^ie: 



a b c a = m sin A 

smA~ sinB~ sinC~ m b = msmB 



a — b m sin A — m sin B sin A — sin B 

a + b m sin A + m sin B sin A + sin B 



= tg 



A-B* 



C 

l 7 A — B 
1= tg ~~2~ 



eos- 




2 sin 



2 sin 



A - B 

2 

A + B 

2 



cos 



cos 



A + B 
2 _ 
A-B ~ 

2 



A 6 B C 

9) In triunghiul ABC se da. A — 60° §i - = 2 -f \/3. Sa se calculeze tg — - — §i unghiurile 



Bq i C. 



Soiu^ie: 



Folosind teorema tangentelor 

b-c B-C A 

bTc = tg — tg 2 

As60°^m(|)=30°^tg£ = ^ = -L 

b _2 + y/Z b — c _ 2 + %/3 — 1 l + >/3 

c~ 1 b + c - 2 + y/Z + 1 ” F+V3 



tg 



B-C 

2 



l + y/Z 

3+v/3 



~Y~ - 1 =►/* 



B-C 



= 45° =* 



B - C = 90° 
B + C = 120° 



2 B = 210° =► n{B) = 105° => (i{C) = 120° - 105° = 15° deci n{C) = ^ §i n(B) = 



34 




Problenie de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



10) intr-un patrulater convex ABCD se dau $AD\\ = 7(\/6 - v^), \\CD\\ = 13, j|£C|| = 

. „ 33 . 7r 5 

— lo, C = arccos — §! = - -r arccos — . Se cer celelalte unghiuri ale pairulatenilui §i j|.Ai?|!. 

Solu£ie: 

D \\BDtf = 13 2 - 15 2 - 2 13 IScosC = 13 3 + 15 2 - 2 - 13 - 15— = 

65 

= 13 2 + 15 2 - 2 - 13 ■ 15 • = 13 2 + 15 2 - 18 • 11 = 196 =+ 

13 ■ o 

=* urn = i4 




In A BDC avem: 



15 



14 



sin C sin BDC 



=S> sin BDC = 



15-sinC 

14 



/, M 2 ./(«- 33)(65 + 33) /2«-7> 56 

SmC -V 1 “6?-V 6?“ = V“65^ = 65 



sin FZX7 = 



15 56 

l0 65 15-56 



3 • 5 - 14 • 4 



14 



14-65 14-5-13 



12 

13 



, 144 

oos2BDC = t/l - ^ = 



sin = arccos — 
i3 



169 - 144 



169 



_5^ 

13 



’ i^rT n ^ . 5 5 7T 

sm ADB = — -t- arccos — — arccos — = — . 



In A ADB =» jjABjj 2 = 49(>/5 - V2) 2 + 14 2 - 2 • 14 - 7( v / 6 - = 49(6 + 2 - 2v^)+ 

+196 - 93(Vf- 2) = 98(4 - y/V2) - 98(v/l2 - 2) + 196 = 98(4 - s/U - y/tt + 2) + 1% = 

= 196(3 - y/U) + 196 = 196(4 - 2y/Z) = 196(^3 - l) 2 , 

\\AB\\ = U(y/Z-l) 

in A ADB aplicam teorema sinusurilor: 

pm _ \\AB\\ _ 7(V6-y/2) _ 14(\/3 — 1) _ 28(^3- 1) 
smABD sin \ sin ABD y/2 y/2 

T 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



si * ABD “ - 5 = " (ABD) - i 

. . _ 7T 7T _ 127T — 2?r — 37 T 77 T 

^ * “ ” 6 ~ 4 " 12 = 12 

„ 7ir » 5 33 14 tt 5 33, 

= 2* - - - - - arccos - - arccos - - — ~ ( arccos ^arccos - ) 

“ 0 

5 . 12 

cos Q = -^sma = - 
15 1 o 

a 33 . . 56 

cos /? = — =* sin 3 - — 

00 DO 

, , ^ 5 33 1256 507 3 - 13 2 

co S (a + «=co S aco B ^- S ,n QS m / 3 = -.---- = -— =- irTr j = 

3 

a + /? = 7 r — arccos - 
5 

. 14tt 3 27 r tt 

= — — 7 r -f arccos - = — + arccos 3o = — + arccos 35 

1 z h 1 / n 



Sau se afla fi(DBC) §i se aduna cn — . 

o 



11) Sa se calculeze aria A ABC atunci cind: 

.24 .12 

a) a = 17, B — arcsin — . C — arcsin — 

b) b = 2,Ae 135°, <7 € 30° 

c) o = 7, b = 5, c = 6 

d) AG 18 e ,6 = 4,c = 6 

Soluble: 

, „ .24 . „ 24 7 

a) B = arcsin — =+ sin B = — =*■ cos B — — 

2o 25 25 

- .12 . „ 12 5 

C — arcsin — =»smC7 = --=^cosC= — 

13 13 13 

24 5 12 7 

sin A ~ sin[7r — (B + C)] = sin(B + C) — sin B cos C + sin C cos f? = ^'7^+7^'^ = 

ZO io io ZO 

_ 120 + 84 _ 204 
325 7 325 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



S = 



oon 2412 

a 2 sin B sin C 2 ®^ ' 



2 sin A 



13 



325 



b) 6 = 2,Ae 135% C € 30° => B € 15° 

V2 

sin A = sin 45 = — — 



sinC=| 



. „ .30° 

sin B = sm 



1 — cos 30° 






1 (V3_ /T\ = v/3-l 

2^2 V 2 J 2\/2 



2- v/3 





A • _ 

^ 6 s sin A sin (7 4 2 2 V2 \/2(\/3+l) 

2 sin# ” x /3 - 1 " V3 -1 “ 2 ~ 

2 ^r 

d) A 6 18°, 6 = 4.c = 6 



»W = To° 

2A = 36°, 3A € 54° 



sin a — cos(90° — a) 

sin 30° = cos 54° =» sin 2 A = cos 3 A => 2 sin A cos A = cos (4 cos 2 A — 3) => 



• 4 sin 2 A + 2sinA — 1=0 

. , -2± V'M -2 ±2^ -l±Vo 

sin A = = = 



sin A = — ^ — Intr-uncit m( A) < 180 §i sin A > 0 



12) Cite triunghiuri distincte sub aspectsimetric exista astfel incit a = 15, c = 13, s = 24 

Solu^ie: 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 




b 2 = 13 2 + 15 2 - 2 • 13 ■ 15 • -^4 = 132 + 152 “ 376 = 394 “ 378 = 16 > 

lO * J 



6 = 4 



b 2 = 13 2 + 15 2 + 2 • 13 - 15 ■ m + 378 = 772 = 4 • 193 

6= 2v / 193. ' 



13) Sa se afie aria A ABC, daca a = \/6? A € 60°, 6 + c — 3 + v^- 

Soiutie: 



a 2 = b 2 + c 2 ~ 26c cos A =+ 6 = 6 2 + c 2 — 26c- 



6 = (6 + c) 2 — 26c — 6c = (6 + c) 2 — 36c 
6 + c = 3 + 



■ (3 + V'3) 2 -36c = 6 



► x 2 — 5x + p — 0 =->• x 2 — (3 + v/5)x + 2 + 2-\/3 — 0 = 



9 + bVS + 3 - 36c = 6 =► 2(1 + V$) = 6c 

6+ c = 3 + VS 
6c = 2 + 2V / 3 

3 + V5± \f±-2VS 3-f VS±yJ^/{S- l) 2 3 -I- y/3 ± (V3 - 1) 

=* *1,2 = 2 “ 2 2 

xi = 1 + Vs 

=> 

x 2 = 2 

Deci 6 = 1 + VS §i c = 2 sau 6=2§ic=l + VS 



2p = \/6 + 1 + VS + 2 = 3+ VS + 2 = 3 + VS + \/6 =+ j> — 
5 = yjp(p - a)(p - 6)0 -”c). 



3 + \/3 + -\/6 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



14) Sa se afle aria patruiaterului din problema 9. 




||ACi=7(V6-v5) 

110011 = 13, i|BC||=15 
La problema 9 s-a aflat 

!|SO||=14,||AB|| = 14(V5-l) 



Se afla cu formula lui Heron aria fiecarui triunghi §i se aduna 



a[ABCD } = <r[ABD } + cr[BDC ] 



15) Daca S n este aria poligonului regulat cu n laturi, sa se calculeze: S 3 ; S 4 ; S 6 ; S 8 ; S i2 ; S 20 
in func^ie de R, raza cercului circumscris poligonului. 



Solute: 



„ n 2 . 2 tt 

o n = —H sm — formula pentru aria poligonului regulat. 



2t r 

3 



3 VZR 2 



n = 4 =4- S t = jit 2 sin ^ = 2/P 
I o 2 



n = 8 =» 5g = sin ^ = 2\/2 i? 2 

2 o 

n = 12 => 5 12 = —Z* 2 sin ^ = 3R 2 

n - 20^ S 2 0- ~R 2 sin ~ = 10R 2 — - 1 = |(\/5 - 1)R 2 



16) Sa se calculeze aria poligonului regulat ABCD ...M xnsscris in cercul de raza R. §tiind 



ca: 



1 1 1 
ii^bii “ iwi + »Aoir 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



Solutie: 




m{AB) = 2 m(AOB) = 2d 
In A BOM 

\\BM\\ \\BM\\ = Rsma 

sm a = ' iTH T S i i 

li 50 li \\AB\\ =2Rsina 



In A NOC : sin 2a — 
in APOD : sin 3a = 



HATCH 

ilOCH 

\\m 

\\ODW 



=* Hive'll = R sin 2a =► ||AC|| = 2 Ra 
=> |(DP|i = J?sin3a 



||A£>jj = 2i?sin3a (3) 



( 1 ) 

(2) 



iniocuind (1), (2), (3) in rela^ia data: 



1 



1 



1 



1 



1 



1 



2i?sina 2i?sin2a 2Psin3a sina sin2a sin3a 

1 1 1 1 sin 3a — sin a 2 sin a • cos 2a 



sin 2a sin a sin 3a sin 2a sin a • sin 3a 



sin a • sin 3a 
7 a 



=> 2 sin 2a cos 2a 



sin 3a =S- sin 4a = sin 3a =$- sin 4a — sin 3a = 0 =$■ 2 sin — cos — = 0 •<=» sin 
7a 

COS T = 0 - 

. a a ^ . .... 

sm —=>• — = 0 imposibil 

7a 7a tt ir , . 2tt 

cos — = °^y = -=>a=-=» m(AB) = — 

m(cerc intreg) 2 t r 

n — — = -s— = 7. 

m(A£) — 



Deci poligonul axe 7 laturi. 

c 7 2 . 2tt 
S 7 = -R sm y 



17) Sa se arate ca In orice triunghi ABC avem: 
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Probleme de geometrie si trigonometrie. compilate si rezolvate. editia a ll-a 



b) 5 = (p - a) tg 

* AT) A B C . 

c) p — 4/£ cos — cos — cos — 

J r 2 2 2 

ABC 

d) p ~ a = 4R cos — cos — cos — 

e) m 2 = ii 2 (sin 2 4 + 4 cos A sin B sin C ) 

f) h a = 2 R sin B sin C 

Solutie: 

A l(p - b)(p - c) 4 ip{p - a) 






6c 

.4 



COS 2 = 



6c 



^ tg o — A 



(p ~ b)(p ~ c) 



2 y p(p-a) 



(p - a) tg- = b)[P ~ C) = J (P - c ) 

{P tg 2 p(p-a ) y p(p-a) 



/ p(p-q)(p-6)(p-c) 9 

V ‘ P 2 P 



5 A 4 

b) - = (p - a) tg- => S' = p(p - a) tg- 



-4 jp(p — a ) 5 /p(p — 6) (7 /p(p — c) „ a6c , _ a6c 

2 V 6c 5 2 V ac ’ 2 y a6 45 5 



4 5 C _ a6c lp*(p — a)(P — 6)(p — c) _ a6c y^Op — a (P ~ &)(p — c) _ a bc 



4 R cos — cos — cos — = 

2 2 



aW 

?S 

abc 



abc 



= P 



4 B C a6c p(p — a) 3 (p — b)(p ~ c) abc p-a 

d) 4i?cos - cos - cos - = — ■ ■ ^ J\y l f 



bcacab 
S = p — a 



S abc 



sin A = — , siuB = — , sinC — — 



cos 4 — 



6 s + c 2 — a 2 
26c 






fiWA + 4cosAsmBsinC) = .ft^— + 4 ^ ^ 2R 
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